
Statystyka

Lista 4

Zad 1. Niech X1, ..., Xn b¦dzie schematem Bernoulliego z prawdopodobie«stwem sukcesu
θ. Obliczy¢ warunkowy rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennych losowych X1, ..., Xn przy
danym S = s, gdzie S =

∑n
i=1Xi jest liczb¡ sukcesów. Zinterpretowa¢ fakt, »e statystyka

S jest dostateczna.

Zad 2. Niech X1, ..., Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu Poiss(θ). Obliczy¢ warunkowy rozkªad
prawdopodobie«stwa zmiennych losowych X1, ..., Xn przy danym S = s, gdzie S =

∑n
i=1Xi

jest liczb¡ sukcesów. Zinterpretowa¢ fakt, »e statystyka S jest dostateczna.

Zad 3. Wyznaczy¢ estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci dla n-elementowej próbki z roz-
kªadu

a) wykªadniczego b) Poissona c) normalnego d) jednostajnego

i porówna¢ go z estymatorem otrzymanym metod¡ momentów.

Zad 4. Niech X ∼ B(n, θ) b¦dzie liczb¡ sukcesów w schemacie Bernoulliego. Obliczy¢ i

porówna¢ bª¡d ±redniokwadratowy dwóch estymatorów: θ: θ̂ =
X

n
, θ̃ =

X + 1

n+ 2
.

Zad 5 (Twierdzenie Fishera). Pokaza¢, »e je»eli X1, ..., Xn jest próbk¡ z rozkªadu normal-
nego N(µ, σ2), to zmienne losowe

X̄ :=
1

n

n∑
i=1

Xi i S2 :=
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

s¡ niezale»ne oraz X̄ ∼ N(µ, σ2/n) i n−1
σ2 S

2 ∼ χ2(n − 1). Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e
E(S2) = σ2 oraz Var(S2) = 2

n−1
σ4.

Zad 6. Porówna¢ obci¡»enie i bª¡d ±redniokwadratowy dla estymatora S2 wariancji roz-
kªadu normalnego N(µ, σ2) z zadania 5 oraz estymatora S̃2 := 1

n

∑n
i=1(Xi − X̄)2 otrzyma-

nego za pomoc¡ metody momentów.

Zad 7. Niech X1, ..., Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu normalnego N(µ, σ2). Dobra¢ staª¡ c tak,
aby cS byª estymatorem nieobci¡»onym odchylenia standardowego, gdzie S2 jest estymato-
rem wariancji z zadania 5 oraz S =

√
S2.

Zad 8. NiechX1, ..., Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu Poiss(λ). Szacujemy prawdopodobie«stwo

g(λ) = Pλ(X1 = 0) = e−λ u»ywaj¡c dwóch estymatorów ĝ1 := e−X oraz ĝ2 :=

(
1− 1

n

)nX̄
,

gdzie X̄ jest ±redni¡ z próby. Obliczy¢ obci¡»enia estymatorów ĝ1 oraz ĝ2.

Zad 9. Niech (X1, X2, ..., Xn) b¦dzie próbk¡ z nieznanego rozkªadu o warto±ci oczekiwanej
µ wariancji σ2.

a) Pokaza¢, »e statystyka

T (X1, . . . , Xn) =
n∑
i=1

aiXi, gdzie
n∑
i=1

ai = 1, (1)

jest nieobci¡»onym estymatorem µ.

b) Obliczy¢ wariancj¦ T .

c) Wykaza¢, »e w klasie estymatorów postaci (1), estymator T minimalizuje wariancj¦
wtedy i tylko wtedy, gdy ai = 1/n, i = 1, . . . , n.


